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El presente articulo tiene como objetivo probar que
la aplicacion del método cuatro pasos, mejora el
aprendizaje de la derivada por definicion en estudiantes
de la escuela profesional de Matematica y Fisica de la
universidad nacional Hermilio Valdizan (UNHEVAL);
donde se tiene como objetivos especificos: comparar,
analizar y evaluar el nivel de aprendizaje de la derivada
por definicién con la aplicacion del método cuatro
pasos. El tipo de investigacion es explicativa y disefio
cuasi experimental con grupo experimental y grupo
de control. La poblacion-muestra de estudio es 105
estudiantes de ambos sexos, cuya composicién es
para el grupo de control = 35 y grupo experimental 70
estudiantes respectivamente; los resultados descriptivos
iniciales tienen cierta semejanza en ambos grupos, las
diferencias empiezan a mostrarse durante la prueba de
proceso, y mas aun luego de la prueba final en favor del
grupo experimental, quienes recibieron el beneficié de
la aplicacion del método cuatro pasos. Los estadigrafos
de la estadistica descriptiva e inferencial permiten
obtener el resultado siguiente: el valor Z de Prueba =
10,44 se ubica a la derecha de z critica = 1,96; que es
la zona de rechazo, por lo tanto, se rechaza la hipotesis
nula y se acepta la hipotesis alternativa; es decir, se
tiene indicios suficientes que prueban que el nivel
de aprendizaje de la derivada por definicion mejoran
con la aplicacion del método cuatro pasos, en los
estudiantes de ambos sexos, de la escuela profesional
de matematica y fisica.
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ABSTRACT

The objective of this article is to prove that the
application of the four-step method improves the
learning of the derivative by definition in students of
the professional school of Mathematics and Physics of
national university Hermilio Valdizan (UNHEVAL);
where it has as specific objectives: compare, analyze
and evaluate the level of learning of the derivative
by definition with the application of the four-step
method. The type of research is explanatory and quasi-
experimental design with experimental group and
control group. The population-study sample is 105
students of both sexes, whose composition is for the
control group = 35 and experimental group 70 students
respectively; The initial descriptive results have certain
similarity in both groups, the differences begin to show
during the process test, and even more after the final
test in favor of the experimental group who received the
benefit of the application of the four-step method. The
statisticians of the descriptive and inferential statistics
allow to obtain the following result: the Z value of Test
=10.44 is located to the right of z critical = 1.96; which
is the rejection zone, therefore, the null hypothesis is
rejected and the alternative hypothesis is accepted; that
is, there is sufficient evidence to prove that the level of
learning of the derivative by definition improve with
the application of the method four steps, in students of
both sexes, the professional school of mathematics and
physics.

Keywords: Four-step method, Derived by definition,
Derivative learning by definition.
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I. INTRODUCCION

El andlisis matematico es una asignatura base en la
escuela profesional de matematicay fisica, sin embargo,
no es de la preferencia de los estudiantes de ambos sexos
préximos a ser docentes en esta especialidad, como
consecuencia, tienen dificultades en el aprendizaje de
los diferentes topicos de la asignatura; es por ello que
en la investigacion se propuso la aplicacion del método
cuatro pasos y con ello mejorar el nivel de aprendizaje
de la derivada por definicion, en los estudiantes de
ambos sexos de la escuela profesional de matematica
y fisica en la Universidad Nacional Hermilio Valdizan.

Como antecedentes se ha considerado aquellas
investigaciones que proponen la aplicacion de un estilo
de aprendizaje para resolver el problema detectado,
entre ellas se tienen: Paragua (2015), se propuso aplicar
el criterio de la primera y segunda derivada para mejorar
el nivel de aprendizaje de la grafica de funciones; para
ello, desarrollo una investigacion de tipo explicativo,
con un disefio cuasi experimental; ademas, del analisis
descriptivo de los datos, aplicé una prueba de hipotesis
de la diferencia de dos medias, donde el valor Z de
Prueba = 7,09 se ubicod a la derecha de z critica =
1,96; por lo tanto, rechazo la hipotesis nula y aceptd
la hipotesis de investigacion, porque habia indicios
suficientes que prueban que el uso del criterio de la
primera y segunda derivada como método mejord el
nivel de aprendizaje de la grafica de funciones en los
estudiantes de ambos.

En esta misma tendencia, (Paragua 2014 y Paragua
2008), ante otros problemas de aprendizaje estudiados,
aplic6 diferentes estrategias de aprendizaje con la
finalidad de solucionar los problemas estudiados;
también Paredes (1995), desarrolld la tesis: “Aplicacion
interactiva por descubrimiento de los usos de recursos y
materiales didacticos en educacion secundaria, estudio
de los casos de dos centros”, de tipo explicativo y disefio
cuasi experimental, mide el grado de efectividad de
los recursos y materiales didacticos en cada clase, y
concluye: Que el uso de recursos y materiales didacticos
en cada clase de manera sistematica y con mucha
pertinencia son muy beneficiosos para el aprendizaje
de los alumnos. Propone que el profesor debe usar los
recursos y materiales didacticos en cada clase de manera
sistematica y con mucha pertinencia, dicha aplicacion
debe ser de manera interactiva y por descubrimiento.

En esta misma linea de investigacion, (Rodriguez 2008,
Viviano 2008, Albino 2001, Copari 2014 y otros),
encontraron que la problematica de los alumnos radica
en sus niveles de aprendizaje de la matematica; éstos,

no son los 6ptimos; es por ello que el proposito de los
investigadores es buscar estrategias de aprendizaje para
revertir la problematica descritas.

Coherente con los antecedentes citados, el propdsito
de la investigacion es probar que la aplicacion del
método cuatro pasos mejora el nivel de aprendizaje
de la derivada por definicion en los estudiantes de
ambos sexos de la escuela profesional de matematica
y fisica de la UNHEVAL,; para lo cual, los propositos
especificos son determinar: el nivel de saberes previos
respecto a la derivada por definicion; el nivel de
aprendizaje de la derivada por definicion durante el
proceso de aplicacion del método cuatro pasos; el
nivel de aprendizaje de la derivada por definiciéon al
finalizar el proceso de aplicacion del método cuatro
pasos; ademas, comparar, analizar y evaluar: el nivel
de aprendizaje de la derivada por definicion antes y
después del proceso de aplicacion del método cuatro
pasos; y, el nivel de aprendizaje de la derivada por
definicion con, y sin la aplicacion del método cuatro
pasos utilizando la definicion de derivada.

En el articulo se reporta la solucion de un problema latente
en los estudiantes de ambos sexos: se refuerza primero
el aprendizaje mecanico y repetitivo, hasta una toma de
conciencia plena, para ello se procurar la contextualizacion
de los problemas de tal forma que permita a los estudiantes
buscar una aplicacion practica de la teoria en la solucion
de los problemas de la vida diaria.

1.1. Teorias basicas y aplicaciones

Los estudiantes de ambos sexos de la escuela de
matematica y fisica de la UNHEVAL inician sus
estudios sobre derivadas sin tener claro los conceptos
basicos de funciones, y el limite de una funcion. En
este sentido f' (x), representa a la derivada de la funcion
f en un punto de la nueva funciéon f', en el cual dicha
funcion es derivable; ademas, la derivada de una

f(x+Ax)—f(x)
Ax

funcién es f'(x)=£r_{})( ], limite
con el que se calcula la derivada de una funcion por
definicion; sin embargo, las dificultades didacticas
estan vinculadas con el rechazo operacional que
permite el paso al limite, la nocion de funcién y
continuidad, asi como los obstaculos geométricos,
logicos y simbolicos (Sierpinska, 1994).

Los estudiantes llegan a dominar de manera mecénica
los aspectos algoritmicos, por repeticion en abundancia
de ejercicios (Neira, 2013); sin embargo, no llegan a
contextualizar sus aprendizajes, el mismo que no les
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permite comprender, por ejemplo que la primera derivada
de una funcion es una nueva funcion susceptible de
otra derivacion, esta ocurrencia sucede porque durante
el proceso de resolucion de la derivada por definicion,
pierde de vista la parte conceptual y por ello dan mayor
importancia al proceso algebraico de la derivacion.

En este sentido, Cantoral (2000) y Azcarate (2000),
atribuyen a la débil existencia de saberes previos de las
unidades de analisis, casi en todas las investigaciones
observadas el resultado de la prueba de entrada es en
promedio no mas de diez, en la escala vigesimal, es decir,
el diagnostico de los saberes previos de los estudiantes de
ambos sexos es maximo 50%, ello no les permite anclar
de manera eficiente los nuevos conceptos de tal forma
que se conviertan en significativos, es decir, disponibles,
evocables, consistentes en el tiempo, (Ausubel 1983).

En el proceso del método cuatro pasos para derivar, h
es el incremento en el eje, de manera indistinta se
trabaja con h o su equivalente; hecha la aclaracion y
con la finalidad de que el célculo de la derivada por
definicion se facilite, tal como sugiere Tan (2000): (1)
“Se calcula f(x+h). (2) Se formula y calcula la
diferencia f(x+h)-f(x). (3) Se formula y calcula el

cociente w (4) Se reemplaza y calcula

f(x+AX)—f(X)]

S'(x) =A1)ig})[ e

La aplicacion practica en base a la sugerencia de Tan
(2000) para derivar funciones lineales son:

Ejemplo N° 1: Halla la pendiente de la recta tangente
a la grafica de en cualquier punto (x; f(x))

Se aplica los cuatro pasos:

Paso 1: f(x+h)—>4(x+h)+6—>4x+4h+6
Paso 2: f(x+h)-f(x) > (4x+4h+6)—(4x+6)—> 4x
Paso 3: f(x+hz‘f(x)_>ﬂ:4

h
f(x+Ax)—f(x)
h

—>1lim=4
h—0

Paso 4: r (x)= %}3}
La pendiente de la recta tangente en cualquier punto
sobre la grafica de f esta dada por la derivada de dicha
funcion en x. El ejemplo es una funcion lineal, entonces
la recta tangente en cualquier punto debe coincidir con
la propia recta, esa es la razon para que tenga la misma
pendiente que la recta, y como se observa en la funcion
la pendiente es 4.

Grifico 1. Pendiente de f(x)=4x+6 en cualquier punto

(s £(X))-

Fuente: funcion f(x)=4x+6, Trabajo de campo: 2017.

La aplicacién practica en base a la sugerencia de Tan
(2000) para derivar funciones cuadraticas son:

Ejemplo N° 2: Halla la pendiente de la recta tangente
a la grafica de f(x)=x? en un punto especifico para:

I').

Se aplica los cuatro pasos:

Paso 1: f(x+h) —)(x+h)2 — X" +2xh+h’
Paso2: f(x+h)-f(x) > (x* +2xh+h*)=(x") > 2xh+h* > h(2x+h)

Paso 3: f(x+h2—f(x) N h(2x}}lz+h) otk

Paso 4: f,(x):ﬁmf(x+Ax)—f(x)

h—0 h

%%in32x+h:2x

En la ecuaciOn y=mx+b—y=4x+b—>4=4(2)+b—>b=—4
de esa forma se halla la ecuacion y = 4x-4.

Grafico 2. Pendiente de en el punto.

Fuente: funcion f(x)=x> y f(x)=4x-4, Trabajo de
campo: 2017.

Ejemplo N° 3. 4 partir de f(x)=x>-4x calcula f'(x).
Halla el punto sobre la grdfica de f donde la recta
tangente a la curva es horizontal y grafica ambos.
¢Cudl es la razon de cambio de f en este punto?

Se aplica los cuatro pasos:

Pasol: f(x+h)==(x+h) —4(x+h)—> x> +2xh+h* —4x—4h
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Paso2: r(x+m)-s(x) (¥ + 20+ B = dx —4h) (x> +4h) > 2xh-+ 1* = 4h — h(2x+ h-4)

f(x+h)—f(x) h(2xh+h)

- =2x+h-4
h h

Paso 3:

Paso4: f’(x):lim—f(x+Ax)_f(x) S lim2x+h—4=2x—4
h—>0 h h—>0
El punto donde la recta tangente es horizontal es en
f'(x)=0, operando 2x — 4 = 0 — x = 2, luego el valor
esta dado por y=f(2)=-4, entonces el punto de tangencia
horizontal es (2);-4; como la pendiente de la funcion es
positiva y la grafica abre hacia arriba, entonces el punto
hallado es el mas bajo, denominado Punto Minimo. La
razén de cambio de f en x=2 es cero (0).

Grafico 3. Pendiente de f(x)=x>-4x en el punto (-2;4).

Fuente: funcion f(x)=x2 y f(x)=4x-4, Trabajo de
campo: 2017.

La aplicacion practica en base a la sugerencia de Tan
(2000) para derivar funciones de grado > 2 son:

Ejemplo N° 4: A partir de x°. Calcula f'(x). Halla la
pendiente de la recta tangente T a la grafica de f en
el punto donde x=1. Escriba la ecuacion de la recta
tangente T.

Se aplica los cuatro pasos:

Paso 1: S (x+h)=>(x+h) —x +3xh* +3xh* + i’

Paso 2./ (rrh)=f (x) = (x* +36h+ 3" + 1 —x*) = (3" +3xh+ 1)

Paso 3: f(x+h2_f(x)_)h(3x2+th+h2)

Paso 4: f’(x):limf(HAz)_f(x)

h—0

=3x% +3xh+h?

— lhmg 3x% +3xh+h* =3x7

La pendiente de la recta tangente T a la grafica de f
cuando x=1 esta dada por f'(1)=3.

De otro lado, si x=1—y=f(1)=(1)’=1, entonces T es
tangente a la gréafica de f en el punto (1; 0).

La pendiente de T es, entonces la ecuacion de 7 es:
y-0=3(x-0) reemplazando y operando se tiene y=3x-3

Grifico 4. Pendiente de f(x)=x> en el punto (1;0)

hy = 3x — 3

flx) =a®
(1; 0)

n =23

Fuente: funcion f(x)=x* y f(x)=3x-3 Trabajo de
campo: 2017.

Ejemplo N° 5: A4 partir def(x):i. Calculaf'(x).
Halla la pendiente de la recta tangente T a la grdfica
de en el punto donde x=1 Escriba la ecuacion de la
recta tangente T

Se aplica el método cuatro pasos:

1

Paso 1: f(x+h)—

x+h
1 1 - h h
Paso2: /(¥ #1)=/f(x) > 5= xx(ixfh)) )
Paso 3: f(x+h)—f(X)_) h 1, 1
h x(x+h) h x(x+h)
, f(x+Ax)-f(x 1 1
Paso 4: /'(¥)=lim ( h) u o x(x+h) x*

La pendiente de la recta tangente 7 a la grafica de f
cuando x = 1 esta dada por f'(1)=1.

De otro lado, si x=1—-y=f(1)=1, entonces 7 es tangente

a la grafica de f en el punto (1;1). 51

La pendiente de T es -1, entonces la ecuacion T es:
y-1=1(x-1) reemplazando valores se tiene y=-x+2.

Grifico 5. Pendiente de  f(x)=— en el punto (1;1)

1
X

Fuente: funcion

£() =é y funcién f(x)=1+2 Trabajo
de campo: 2017.
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II. METODOLOGIA

El tipo de investigacion es Explicativo, Hernandez
(2006), Paragua (2014); el disefio es cuasi experimental,
Paragua y Otros (2008), Paragua (2012); el esquema
del disefio es el siguiente:

GE: Ol X

02 X O3

GC: 01 02 03

Leyenda: GE = grupo experimental; GC = grupo
de control; On = Observaciones; x = variable
independiente.

La poblacion — muestra estaba constituido por los 105
estudiantes de ambos sexos de la escuela profesional
de matematica y fisica, el tipo de muestreo aplicado
es el no aleatorio (Pacori, 2014), debido al numero de
estudiantes no ameritaba un muestreo probabilistico.

Tabla 1. Poblacién y muestra de estudiantes de la
carrera profesional de Matematica y Fisica

GRADO ALUMNOS G.C. G.E.
PRIMERO 15 15

SEGUNDO 20 20

TERCERO 25 25
CUARTO 20 20
QUINTO 25 25
TOTAL 105 35 70

Fuente: Nomina de matricula. Elaboracion: Los
investigadores, 2017.

El instrumento de recoleccion de datos fue la prueba
escrita, con la denominacion de prueba de entrada
(PE) que permite diagnosticar el nivel de saberes
previos; prueba de proceso (PP) con el que se mide
el nivel de aprendizaje a la mitad de la aplicacion del
método cuatro pasos; y prueba final (PF) que permite
medir el nivel de aprendizaje al finalizar el proceso de
investigacion. Cada uno con 10 preguntas, calificado
con 2 puntos por pregunta que permite el uso de la
escala de 0 a 20 puntos.

Las pruebas fueron validadas por menor variabilidad,
los datos para ello se obtuvieron a partir de pruebas
piloto hasta por tres momentos.

Para el analisis de los datos procesados se usé la
estadistica descriptiva en los analisis descriptivos
en funcion a las medidas de tendencia central y de
dispersion; el desplazamiento del primero hacia la
derecha es lo que indica la mejora en los niveles de
aprendizaje, y la disminucion del segundo indica la

homogenizacion del nivel de aprendizaje de la derivada
por definicion; también se hizo uso de la estadistica
inferencial en la prueba de hipotesis para la diferencia
de dos medias, con la distribucién normal z.

El estudio se ubica en el paradigma positivista, en ese
sentido, se manipulan las variables aplicando la variable
independiente: método cuatro pasos, esperando que
los niveles de aprendizaje de la derivada por definicion
mejoren en las unidades de analisis.

III. RESULTADOS

Durante el trabajo de campo de la investigacion se aplicd
como estrategia de aprendizaje el método cuatro pasos
para mejorar el nivel de aprendizaje de las unidades
de andlisis en la derivada por definicion; sin embargo,
al inicio se les diagnostico el nivel de saberes previos,
(Mota y Valles, 2015), (Lopez, 2009) sobre temas como:
polinomios, operaciones con polinomios, funciones,
topicos de geometria plana y geometria analitica, que
poseian las unidades de andlisis; los bajos saberes
previos motivé dos sesiones de retroalimentacion; luego
de ello se aplico la variable independiente durante todas
las sesiones programadas, y se observo a la mitad y al
finalizar el trabajo de campo cuyos resultados del grupo
experimental se presentan en la siguiente tabla.

Tabla 2. Analisis descriptivo de resultados del grupo
experimental (GE)

ESTADISTICOS PE-GE PP-GE PF-GE

Media 9,09 10,16 14,37
Mediana 8,00 10,50 15,00
Moda 8,00 11,00 16,00
Desviacion Estandar 2,89 2,99 2,69
Varianza 8,34 8,95 7,22
Coeficiente de asimetria 1,23 0,34 -0,17
Rango 13,00 13,00 11,00
Xmin. 5,00 5,00 9,00
Xmax. 18,00 18,00 20,00
N 70,00 70,00 70,00

Fuente: Prueba de entrada, Prueba de proceso, y Prueba
de salida. 2017. Disefio: Los investigadores.

En la tabla se observa que las medidas de tendencia
central van en aumento, ello quiere decir que el nivel
de aprendizaje de la derivada por definicion mejoran
a partir de los saberes previos, durante el proceso
hasta el final de la aplicacion del método cuatro pasos;
también las medidas de dispersion, a partir de la prueba
de proceso disminuye indicando una homogenizacion
de dichos aprendizajes; de otro lado, el coeficiente de
asimetria pasa de positivo a negativo configurando una
asimetria negativa.
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Grafico 6. Nivel de saberes previos sobre derivada
por definicion en alumnos de la escuela profesional de
Matematica y Fisica, G.E.

f

40

30

20

10

0 f— .
7 10 13 16 19

CLASES

Fuente: Prueba de entrada. Disefio: Los investigadores,
2017.

En el grafico que antecede se observa que el nivel de
saberes previos respecto a la derivada por definicion de
los estudiantes de ambos sexos estaban por debajo de
diez de nota en la escala de calificacion de 0 a 20, con
una fuerte tendencia hacia Xmin. = 5, configurando una
asimetria positiva; es decir, el mayor apuntamiento con
tendencia hacia la izquierda.

Grafico 7. Nivel de aprendizaje de la derivada por
definicioén durante el proceso de aplicacion del método
cuatro pasos para derivar por definiciéon en alumnos de
la escuela profesional de Matematica y Fisica, G.E.

f
40
30
20
10
o fR— .
7 10 13 16 19

CLASES

Fuente: Prueba de proceso. Disefio: Los investigadores,
2017.

En el grafico que antecede se observa que los niveles
de aprendizaje de la derivada por definicién mejoraron
durante el proceso de aplicacion del método cuatro
pasos, porque el mayor apuntamiento se ha trasladado
a la clase 13, confirmandose el segundo objetivo
especifico de la investigacion; sin embargo, ain esta
configurando una asimetria positiva.

Grafico 8. Nivel de aprendizaje de la derivada
por definicion al finalizar el proceso de aplicacion
del método cuatro pasos en alumnos de la escuela
profesional de Matematica y Fisica, G.E.

f

g 12 15 13 21
CLASES

Fuente: Prueba final. Disefio: Los investigadores,
2017.

En el grafico se observa que el mayor apuntamiento
se ha desplazado a la clase 15, respecto a la prueba
de proceso y configura una asimetria negativa, quiere
decir que los niveles de aprendizaje de la derivada por
definicion mejoran de manera significativa al finalizar
la aplicacion del método cuatro pasos.

Se hizo una comparacion entre el nivel de saberes
previos y el nivel de aprendizaje final en el grupo
experimental con la aplicacion del método cuatro
pasos, y se comprobd que mejoraron los niveles de
aprendizaje de la derivada por definicion en 5,28 puntos
en promedio.

De la misma manera, al final del estudio se hizo una
comparacion cruzada entre el grupo experimental y el
grupo de control, el resultado fue que la aplicacion del
método cuatro pasos mejoraron el nivel de aprendizaje
del calculo de la derivada en 5,23 puntos en promedio,
respecto a las unidades de analisis donde no se aplico
la variable independiente.

Los datos para la prueba de hipdtesis se obtuvieron
a partir de los analisis descriptivos, tanto del grupo
experimental como del grupo de control y son los
siguientes: Media (GE) = 14,37; Media (GC) = 9,14;
Varianza (GE) = 7,22; Varianza (GC) = 5,18; n (GE) =
70; n (GC) = 35; 95% de confiabilidad; E = 5% como
nivel de significancia, con cola a la derecha; y, z= 1,96
para 95% de confiabilidad. Ello permitio la siguiente
formulacion de hipotesis: H :u,<u.y H u,>u..

La hipotesis alterna indica que la prueba es unilateral
de cola a la derecha, porque se trata de verificar sélo
una probabilidad; y se uso la distribucion normal z.
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El valor de la Z de prueba, se calcula con la formula:

7z =_H."H.  reemplazando los valores se tiene:
57 o7
—_e + _—_c
n n

e c

71437914 j1eo07 = 10,44
7,22 5,18

+
V70 35

Grafica 9. Toma de decision, 2017.

Ha>Ha

Zona de Aceptacion z=1,96 Zona Rechazo

Fuente: Distribucién normal z

El valor de prueba Z = 10,44 en el grafico que antecede,
se ubica a la derecha del valor critico z = 1,96; es
decir, en la zona de rechazo, por lo tanto, se rechaza la
hipoétesis nula y se acepta la hipdtesis alterna; es decir
se tiene indicios suficientes que prueban que el nivel de
aprendizaje de la derivada por definicion mejora con la
aplicacion del método cuatro pasos, en los estudiantes
de ambos.

IV. CONCLUSIONES

Los saberes previos sobre la derivada por definicion
y el método cuatro pasos de las unidades de analisis;
se ubicaron en la clase regular de la escala, como no
era lo 6ptimo, se les retroalimento en los temas previos
de tal forma que al momento de aplicarles el método
cuatro pasos, no tuvieran dificultades mayores en el
aprendizaje de la derivada por definicion.

Los resultados comparativos muestran mejores niveles
de aprendizaje de la derivada por definicion en los
estudiantes de ambos sexos que se beneficiaron con la
aplicacion del método cuatro pasos, en comparacion
con las unidades de andlisis del grupo de control.

La prueba de hipétesis indica que si tiene indicios
suficientes que muestran que el nivel de aprendizaje de
la derivada por definicién mejora con la aplicacion del
método cuatro pasos en los estudiantes de ambos sexos
de la escuela profesional de matematica y fisica de la
Universidad Nacional Hermilio Valdizan.
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