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ResuMEN
El objetivo de este articulo es presentar una extensién del estudio de Duval
en relacién con las aprehensiones en el registro grifico de una funcién de dos
variables, analizar una situacién diddctica e investigar las articulaciones de las
aprehensiones en el estudio de la derivada parcial. Su pertinencia en la ensefianza-
aprendizaje del Célculo Diferencial de dos variables es amplia, puesto que la
informacién que el grafico proporciona es importante para la construccién de
conocimientos de funciones de dos variables. Nuestra investigacion es cualitativa,
concretamente, aspectos de la Ingenierfa Didéctica de Michéle Artigue. Se constatd
que la articulacién de las aprehensiones en el registro grifico, mediado por el
software Mathematica, permitié a los alumnos conjeturar propiedades, aplicarlas
en problemas de optimizacién y adaptarse a resolver geométricamente dichos
problemas.

Palabras clave: aprehensiones en el registro gréfico; visualizacién; ingenieria
didactica; situacidn didactica; derivada parcial.
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The apprehensions in the graphic registry for the study of the partial derivative

ABSTRACT
The objective of this article is to present an extension of the Duval study in relation
to the apprehensions in the graphic register of a function of two variables, to
analyze a didactic situation and to investigate the articulations of the apprehensions
in the study of the partial derivative. Its relevance in the teaching-learning of
the Differential Calculus of two variables is wide, since the information that the
graph provides is important for the construction of knowledge of functions of two
variables. Our research is qualitative, specifically, aspects of the didactic engineering
of Michele Artigue. It was found that the articulation of the apprehensions in the
graphic registry, mediated by the Mathematica software, allowed the students to
conjecture properties, apply them in optimization problems and adapt to solve
these problems geometrically.

Keywords: apprehensions in the graphic register; display; didactic engineering;
didactic situation; partial derivative.

Apreensées no registro grifico para o estudo da derivada parcial

Resumo
O objetivo deste artigo ¢ apresentar uma extensio do estudo de Duval em relagio
as apreensoes no registro grfico de uma funcio de duas varidveis, analisar uma
situagdo diddtica e investigar as articulacoes das apreensées no estudo da derivada
parcial. Sua relevincia no ensino-aprendizagem do Célculo Diferencial de duas
varidveis ¢ ampla, uma vez que as informagédes que o gréfico fornece é importante
para a constru¢io do conhecimento de fung¢oes de duas varidveis. Nossa pesquisa é
qualitativa, especificamente, aspectos da engenharia diddtica de Michele Artigue.
Constatou-se que a articulagio das apreensoes no registro grafico, mediada pelo
software Mathematica, permitiu que os alunos conjecturassem propriedades,
aplicassem-nas em problemas de otimizagio e se adaptassem para solucionar esses
problemas geometricamente.

Palavras-chave: apreensdes no registro grafico; visualizagio; engenharia
diddrica; situacio diddtica; situagao diddtica; derivada parcial.
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1. INTRODUCCION

En las dos dltimas décadas, el estudio de las funciones de dos variables
estd teniendo un progresivo desarrollo, como muestran los trabajos de
Yerushalmy (1997), Kabael (2009), Montiel, Wilhelmi, Vidakovic y Elstak
(2009), y Trigueros y Martinez-Plannell (2010, 2011), desde los marcos
tedricos de la teorfa APOS (Accién, Proceso, Objeto, Esquema), Registros
de Representacién Semiética (RRS), el enfoque Ontosemidtico y la Teoria
Antropolégica de lo Diddctico (TAD). Respecto al proceso de visualizacién,
tenemos a Zimmermann y Cunningham (1991) en el 4rea del cdlculo en dos
variables, a Guzmdn (1996) en el drea del Andlisis y a Duval (1999) en la
Geometria.

Segin estos investigadores y basados en su prictica docente, se afirma que,
en el curso de cédlculo de varias variables, resolver un problema de optimizacién
significa aplicar dos teoremas de manera mecdnica, algebraica y solo teniendo
en cuenta funciones polinomiales diferenciables. Asimismo, se pone muy poco
énfasis en el uso de la representacién gréfica para resolver un problema, o en
un andlisis de los resultados, es decir, no se permite que el estudiante desarrolle
su proceso de visualizacién.

Para Zimmermann y Cunningham (1991), el término visualizacién
describe el proceso de produccién o el uso de representaciones geométricas o
graficas de conceptos matemadticos, principios o problemas, por medio de un
disefio a mano o generado por computador. Segin los autores, las ciencias, la
ingenierfa y las matemdticas estdn disfrutando un renacimiento del interés en
la visualizacién. Es mds, afirman lo siguiente:

En la visualizacién, lo que interesa es precisamente la capacidad del estudiante
para disenar un diagrama apropiado (con ldpiz y papel o, en algunos casos,
con un computador) para representar un concepto matemdtico o problema y
utilizar un diagrama para la obtencién de la comprensién, y como una ayuda
en la resolucién de problemas (p. 3).

En la misma linea, y haciendo énfasis en el modo de produccion de esas
representaciones, Guzmén (1996) afirma lo siguiente:

Las ideas, conceptos y métodos de la matemdtica presentan una gran riqueza
de contenidos visuales, representables intuitivamente, geométricamente,
cuya utilizacion resulta muy provechosa, tanto en las tareas de presentacién y
manejo de tales conceptos, y métodos como en la manipulacién con ellos para
la resolucién de problemas del campo (p. 1).
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Duval (1994, 1995) trata el aprendizaje de la geometria. Para compren-
derla, desarrollé la idea de aprehensiones y del desarrollo de maneras de ver.
La teorfa del aprendizaje de la matemdtica en Duval (1995, 1996, 1999,
2003, 2004) tiene como base los registros de representacion semidtica. Para
el caso de la geometria, el autor sugiere tipos de aprehensién en la resolucién
de problemas. Ingar (2014) hace una extensién del estudio de Duval (1999)
en relacién con las aprehensiones en el registro gréfico de una funcién de dos
variables.

En este trabajo, adoptaremos la visualizacién como una nocién funda-
mental para la comprensién de la matemdtica, en vista de que Duval (1999),
Unico estudio, afirma que no hay comprension sin visualizacidn, puesto que
ella permite una aprehensién completa de cualquier organizacién de relaciones
entre unidades de representacién. En el caso de la funciones de dos variables,
cuando tratamos de comprender su representacion en el registro grafico, esas
unidades llamadas «variables visuales» serian el eje de la superficie y los cortes
en el plano ¥V, la interseccidn con el origen de coordenadas y los cortes con
los planos coordenados (Ingar y Silva, 2015). Por ello, nos propusimos estu-
diar la visualizacién del registro gréfico de ese tipo de funciones, pues, de
acuerdo con Kashefi, Zaleha y Mohammad (2010), la falta de su comprensién
causard obstdculos en el aprendizaje de otros conceptos que involucren este
tipo de funcién. Ademds, en la mayoria de los libros de texto utilizados por
los estudiantes, la representacién de funciones de dos variables en el registro
gréfico tiene como propésito solo ilustrar el gréfico de la funcién, pero no son
explicados los procedimientos que permiten la visualizacién de dicha funcién.

Es asi que, el propésito del articulo es de presentar una extensién del
estudio de Duval en relacién con las aprehensiones en el registro gréfico de una
funcién de dos variables, analizar una situacién diddctica e investigar las arti-
culaciones de las aprehensiones en el registro grafico en el Sistema Algebraico
Computacional (CAS) que realizaron los estudiantes de ingenierfa del segundo
afo de estudios en el aprendizaje de la derivada parcial y su uso, para encontrar
el valor maximo local de una funcién de dos variables.

Con respecto al software, el CAS Mathematica, los estudiantes utilizaron la
version 8, dado que estaba instalado en el laboratorio de cémputo, escenario
donde se realizé la experimentacién. Mds atn, este CAS permite la manipulacién
en el registro gréfico en tres dimensiones y facilita el proceso que lleva a la visua-
lizacién de un representante de la funcién de dos variables en el registro gréfico.

El uso del Mathematica provocé cambio de hébitos del estudiante respecto
al trabajo y al aprendizaje de la matemdtica, pues el objeto matemdtico vive en
el ambiente tecnoldgico de manera diferente que en el ambiente ldpiz y papel.
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2. MARCO TEORICO

Segtn Duval (2004), las representaciones graficas cartesianas son muy utiliza-
das, debido a que no solamente son encontradas en los manuales o articulos,
sino también en las revistas. Esos graficos pueden ser vistos de dos maneras:
una puntual, el cual indica un valor en un momento dado; y otra icénica, que
evoca lo alto y lo bajo, las subidas suaves o abruptas a partir de un nivel de
base. Sin embargo, para el autor, ninguna de esas corresponde a la manera il
de ver desde el punto de vista matemdtico, es decir, existe una tercera forma
que permite visualizar una relacién entre las unidades significantes del registro
algebraico y las unidades visuales del registro gréfico.

El autor afirma que distinguimos lo que se observa en el grifico cartesiano y
lo que los aspectos observados permiten identificar. Uno de los problemas espe-
cificos del aprendizaje es ;c6mo hacer pasar a los estudiantes de una aprehensién
local e icénica a una aprehensién global cualitativa?, pues solamente con este
ultimo tipo de aprehension es que podemos hacer la coordinacién con el registro
algebraico y sus relaciones con el registro gréfico, pudiendo asi los graficos
cartesianos funcionar como herramientas en el proceso de visualizacidn.

Visualizar un grifico requiere una interpretacién de una representacién
gréfica. Segtin el autor, para esa interpretacion, es importante la discriminacién
de las variables visuales, exponiendo esa representacién a todas las varia-
ciones posibles, con la condicién de que las formadas de ese modo contintien
teniendo sentido. Asi, buscamos en Duval (1994), la nocién de aprehension
de una figura geométrica para estudiar y comprender esas posibles variaciones
en el registro grafico, particularmente en el registro grafico de funciones de dos
variables reales, cuando construimos el concepto y propiedades de los valores
extremos locales.

2.1. Aprehensién en el registro grifico de funciones de dos variables

Se usa el término «aprehender» en el sentido de comprender a la perfeccién
la informacién, asimildndola y pudiendo reutilizarla a partir de la interpreta-
cién propia.

Existen cuatro formas de aprehender una figura: la perceptiva, la discur-
siva, la secuencial y la operatoria. La aprehensién perceptiva es aquella que
permite identificar o reconocer una forma o un objeto matemdtico. Para el
investigador Duval, «la aprehensién perceptiva tiene la funcién epistemolé-
gica de identificacién de los objetos en dos o tres dimensiones. Esto es hecho
por procesos cognitivos efectuados automdaticamente, y asi, de forma incons-
ciente» (Duval, 1994, p. 124).
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Respecto a la representacién de una funcién de dos variables en el registro
grafico, Ingar (2014) establece que la aprehensién perceptiva del grifico
CAS (representacion de una funcién de dos variables en el registro grafico
utilizando el Mathematica), por ejemplo, mostrado en la figura 1, permite
identificar un paraboloide cumpliendo la funcién epistemoldgica de identifi-
cacién de objetos.

Figura 1. Aprehensidn perceptiva de un registro gréfico CAS

Desde el punto de vista cognitivo, la autora afirma que esa aprehension
requiere mds del estudiante que lo que requiere la aprehensién perceptiva
del cuadrado. Por ejemplo, debido a que en este registro gréfico se observa,
ademds de los ejes coordenados, el tipo de variable (dos independientes y una
dependiente), los valores de las variables x, y, z, la lectura de los ¢jes coorde-
nados y las puntas, lo que nos permite aseverar que la aprehensién perceptiva
del registro grifico CAS es mds compleja que la aprehension perceptiva de
una figura en la geometria. Esta afirmacién es mds evidente, segtin la autora,
cuando la aprehension perceptiva del grifico CAS_MATH —mostrado en la
figura 2— permite identificar las mismas caracteristicas anteriormente mencio-
nadas, pero requiere mds recursos cognitivos por parte del estudiante, como,
por ejemplo, la construccién del sistema cartesiano R’, propio del sofiware
Mathematica, cuya representacién no es la canénica.

Con respecto a que los gréficos muestran «puntas», los estudiantes no
perciben que estos (graficos) sean truncados por planos, cuyas represen-
taciones son invisibles y determinados lateralmente por los extremos del
dominio de la funcién representado en el Marhematica, y superiormente por
el valor mdximo de la funcién en ese dominio. De ahi que coincidimos con
Trigueros y Martinez (2010) cuando afirma que la comprensién de graficos y
construccién del concepto de funciones de dos variables no son ficiles para
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los estudiantes, ademds de la interpretacion de graficas y la determinacién de
su dominio y rango.

Figura 2. Aprehensién perceptiva de un registro grafico CAS_MATH

5

La aprehension discursiva de una figura, segin Duval (1994), explica
propiedades matemdticas de la figura, como aquellas indicadas por una
leyenda o por las hipétesis, que se configura como explicaciones de naturaleza
deductiva con la funcién epistemoldgica de demostracién. En la represen-
tacién de una funcién de dos variables en el registro grafico, Ingar (2014)
afirma que la aprehensién discursiva describe propiedades matemadticas del
registro grafico, considerando la semdntica de las propiedades del objeto con
la funcién de formular conjeturas para la construccién del conocimiento.
A modo de ejemplo, en la figura 3, basado de Thomas (2005), describimos las
propiedades del valor méximo local en el punto (x,, y,).

Figura 3. Aprehensién discursiva del registro grafico

f(x, ) tiene un mdximo local,
un punto interior (a, b) de su
dominio y las derivadas parcia-

”_,

ax

z=fx)

les de la funcidn, representada
3 por z =f(x, y) existen en (a, b),
g(x) = f(x,'b) Ol las curvas representadas por
/b h(y) = f(a,y) g (x) =f(x, b) tiene un extremo

P \y local en x = a, y h(y) = fla,

0) y) tiene extremo local en y = b,

luego f.(a, b) =0y f.(a, b) = 0.

|
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|
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+
. b,

Fuente: Thomas (2005)
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La aprehensién secuencial, segin Duval (1994), es requerida siempre que
se desea construir una figura o describir su construccidn, y trata del orden de
construccién de una figura. Ese orden no solo depende de las propiedades
matemdticas de la figura, sino también de las herramientas técnicas utilizadas
(la regla y el compés).

En la representacién de una funcién de dos variables en el registro grifico,
Ingar (2014) afirma que la aprehensién secuencial es una secuencia de pasos
para graficar una funcién y resalta que si representamos la funcién en el
registro grafico con apoyo de un soffware por el ejemplo, para construir el
registro grafico CAS o el registro grifico CAS_MATH, no solo precisamos
conocer las herramientas técnicas utilizadas, es decir, el ment de comandos
del software y su sintaxis, sino también requerimos los conocimientos mate-
miticos del usuario para estar en continua dialéctica con las representaciones
semidticas propias del soffware. Precisamente, las instrucciones del paso 1 al
paso 5 repasadas y exploradas, explicitamente, favorecerfan la comprensién del
concepto de funcién relacionado a su dominio y rango, por ejemplo.

Es decir, conforme se muestra a continuacién, escribimos los comandos
necesarios del soffware Mathematica para descubrir secuencialmente y localizar
el minimo local en el registro grifico CAS_MATH de una funcién de dos
variables (figura 4).

Paso 1: Escribir el comando,

Plot3D [Sen [x] + Sin [y] + Sin [x + y] s {x, 0, 7} ,{y, 0, 7} , Axeslabel —
{X",Y"} , LabelStyle — Directive [Blue, Bold] , AxesOrigin —

{O, 0, 0} ,Boxed — False, PlotTheme — Scientific, AxesStyle —

Directive[Blue,l2H , para graficar una funcion de dos variables.

Paso 2: Escribir el comando,

ContourPlot3D [z ==-3, {x, 2,8} , {y, 2,8} , {z, -0, 2} , Axeslabel —
{X",Y"} , LabelStyle — Directive [Blue, Bold] , AxesOrigin —

{O, 0, 0} ,Boxed — False, PlotTheme — "Classic", AxesStyle —
Directive| Blue,12], Mesh —> None] , para graficar el plano

horizontal representado por z = 3.
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Paso 3: Escribir el comando

ContourPlot3D [z =-2,7, {x, 2, 8} ,{y, 2, 8} ,{Z, —6,2} , Axeslabel —
{X",Y"} , LabelStyle — Directive [Blue, Bold] , AxesOrigin —

{0, 0, 0} ,Boxed — False, PlotTheme — " Web", AxesStyle —
Directive [Blue, 12],Mesh - None] , para graficar el plano

horizontal representado por z =-2,7.

Paso 4: Escribir el comando

ContourPlot3D [z =-2,4, {x, 2, 8} , {y, 2, 8} , {Z, —6,2} , Axeslabel —
{X",Y"} , LabelStyle — Directive [Blue, Bold] , AxesOrigin —

{0, 0, O} ,Boxed — False, PlotTheme — " Classic", AxesStyle —
Directive [Blue,lZ] , Mesh — None] , para graficar el plano

horizontal representado por z = -2, 4.

Paso 5: Escribir el comando Show [S1, P1, P2, P3] para representar en un
tinico grifico tanto la superficie, S1, como el conjunto de planos, {P1,P2,P3},
hasta tener la aprehensién perceptiva del posible valor minimo. Hecho que
sucede cuando el plano horizontal es tangente a la funcién de dos variables.

Figura 4. Aprehensién secuencial del minimo absoluto de una funcién
de dos variables.

Se observa en la Figura 4 que la aprehensién secuencial de construccién
de planos horizontales muestra un patrén, lo que permite conjeturar que la
funcién de dos variables representada algebraicamente por f(x, y) = senx +
seny + sen(x + y) tiene un minimo absoluto en el punto (0,0), puesto que 211
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por la aprehensién perceptiva, el plano representado por z = 0 es tangente a la
superficie en ese punto.

Para Duval (1994), la aprehensién operatoria corresponde a la transfor-
macién y modificacién de una figura inicial en otras posibles figuras y en la
organizacién perceptiva de esas modificaciones para mostrar la idea de una
solucién de una determinada situacién problema. Su funcién es de explora-
cién heuristica, porque frecuentemente la figura geométrica es transformada
en otras para mostrar una idea de la solucién de un problema o una demos-
tracién. El autor distingue tres tipos de modificaciones que pueden ser de la
misma forma y orientacién, pero con variacién de tamafio (modificaciones
6pticas); del mismo tamafio y forma, pero con variacién de orientacién:
rotacién, traslacién (modificaciones posicionales); y de descomposiciéon y
recomposicién (modificaciones mereoldgicas), buscando reciprocidad entre el
disefio y la representacién mental.

En la representacion de una funcién de dos variables en el registro grafico,
Ingar (2014) afirma que la aprehensidn operatoria en el registro gréfico es
la transformacién o modificacién de un grafico inicial en otros graficos para
mostrar la idea de una solucién de un problema con la misma funcién de
exploracién heuristica, porque permite elaborar conjeturas para resolver el
problema. La autora afirma que esta exploracién heuristica es posible con el
apoyo del soffware, puesto que este permite el dinamismo del registro grafico,
lo que no es posible con el grafico hecho con ldpiz y papel, sobre todo cuando
se grafica funciones de dos variables.

Ingar (2014) distingue tres modificaciones: dptica, posicional y mereo-
l6gica. La modificacién dptica implica variacién de tamano y constancia de
forma. Ocurre cuando, presionando la tecla C#/y clicando el botén izquierdo
del mouse, movemos fisicamente el mouse y se manipula el grifico, de tal
manera que se amplia o se reduce. Por ejemplo, en la figura 5, tenemos la
ampliacién del gréfico.

Figura 5. Modificacién dptica
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La modificacién posicional ocurre cuando se mantiene el mismo tamafio y
forma, pero se varia la posicién. Esto tiene lugar cuando, por medio de movi-
mientos fisicos del mouse, se puede rotar el grifico alrededor el ¢je z, rotarlo
alrededor el plano xy y trasladarlo. Por ejemplo, la figura 6 muestra la rotacién

del grifico CAS alrededor del eje z.

Figura 6. Modificacién posicional

Por su parte, la modificacién mereolégica trata de los cortes, es decir,
las intersecciones entre superficies, lo que ocurre cuando, por medio de dos
comandos del software Mathematica, se generan cortes en los planos horizon-
tales z =k, con los planos x = /1, y = p y con los planos inclinados. Por ejemplo,
en la figura 7, se muestra el corte del grafico en el plano horizontal z = 60,
obtenido cuando se escribe el comando ContourPlot3D[{z==20}, {x,-5,5},{y-
5,54 12,0,100}, AxesLabel—{«X»,«Y»,«Z»}, AxesOrigin—[0,0,0}, Boxed— False]

y luego el comando Show para mostrar los cortes.

Figura 7. Modificacién mereoldgica

Asi se levanta la hipdtesis sobre la necesidad de estas aprehensiones para

comprender las posibles variaciones en el registro grifico de funciones de dos
variables, puesto que hay interés en estudiar las actividades cognitivas que
el estudiante moviliza para desarrollar la visualizacién en dicho registro,
ya que las aprehensiones en este registro permiten la organizacién de rela-
ciones entre unidades de representacidn, es decir, entre las variables visuales.
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Ademds, el registro grifico permite tratamientos puramente visuales que
pueden olvidarse cuando se pasa a otro registro (lengua natural, algebraica),
pero que permitieron reconocer y escoger los procesos a efectuar en este otro
registro para obtener la solucién matemdtica del problema.

3. METODOLOGIA

La investigacién se desenvolvié a través de un enfoque cualitativo y como
metodologfa, supuestos de la Ingenierfa Diddctica. Este tipo de ingenie-
ria emergid en la diddctica de la matemdtica, en primer lugar, en 1982 por
Chevallard y Brousseau, y, en 1989, por Artigue. Segin Artigue (1995), la
Ingenieria Diddctica, vista como metodologia de investigacién, se caracte-
riza por ser un esquema experimental basado en realizaciones diddcticas en
salén de clase; es decir, en la concepcidn, realizacidn, observacién y andlisis de
secuencias de ensefianza, concretamente, situaciones diddcticas definidas en el
contexto de la Teorfa de las Situaciones Did4cticas.

Brousseau (como se cité en Almouloud, 2007) define asi la situacién
didéctica:

Es el conjunto de relaciones establecidas explicitamente y/o implicitamente
entre un estudiante o grupo de estudiantes, un cierto medio (que contiene
eventualmente instrumentos u objetos) y un sistema educativo (el profesor)
para que esos estudiantes adquieran un saber construido o en construc-

cién (p. 33).

Para la autora, esta metodologia se caracteriza también, con relacién a
otros tipos de investigaciones basados en las experimentaciones en clase, por el
registro en el cual se sittia y por los modos que le estdn asociados. La Ingenieria
Diddctica se sitGa en el registro de los estudios de casos, cuya validacién es
esencialmente interna y, fundamentalmente, en la confrontacién entre andlisis
a priori y el andlisis a posteriori.

Asi, esta metodologia es singular, no por los objetivos de las investigaciones
llevadas a cabo, sino por las caracteristicas de su funcionamiento metodolé-
gico. El andlisis a priori comprende una parte descriptiva y una predictiva.
El andlisis a posteriori es realizar conclusiones en funcién de las relaciones que
se presentan entre los objetivos establecidos a priori con las observaciones
realizadas en la experimentacién.

Los estudiantes trabajaron tanto con el CAS Mathematica como con sus
conocimientos previos de funciones de dos variables reales. Utilizaron los
comandos que permiten representar grificamente puntos, planos y superficies
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en R’. El tiempo de duracién de las situaciones diddcticas fue de tres horas
cada una. Las situaciones diddcticas propuestas tuvieron en comun la exigencia
de una discriminacién de variables visuales de las formas perceptivas elemen-
tales, las cuales se imponen a primera vista para conseguir una capacidad
fundamental que es la condicién necesaria para toda utilizacién heuristica de
los registros graficos: Realizar tratamientos en el registro gréfico con el fin de
descubrir sobre el grafico un procedimiento de solucidn.

En este articulo, se presenta la segunda situacién diddctica correspondiente
al segundo encuentro con los estudiantes y se analizard el trabajo desarrollado
por tres grupos. Los estudiantes trabajaron en parejas y cada una fue llamada
grupo. Asimismo, utilizaron una laptop y una ficha de trabajo durante el
encuentro. El esclarecimiento del texto, solo cuando fuera solicitado, y la
mediacién del profesor-investigador se hicieron por medio de preguntas que
estimularon a movilizar los conocimientos previos de los estudiantes.

4. RESULTADOS Y DISCUSION

La continua necesidad de atender la demanda de productos variados y salu-
dables a todo tipo de consumidores motivé a una empresa a elaborar galletas
naturales y a lanzar al mercado dos tipos de ellas: la galleta integral y la galleta
de avena, cuya presentacidn es hecha en bolsas de 24 unidades. Los costos
totales de produccidn son de dos y tres soles por bolsa, respectivamente.
La demanda (en miles de bolsas) de galletas integrales, que pueden ser vendi-
das cada semana, es cuatro veces la diferencia del precio del segundo producto
en relacién con el primero, y la demanda (en miles de bolsas) de galletas de
avena es cuatro veces la diferencia del precio del primer producto con relacién
al doble del segundo; pero la preferencia de los consumidores por esta galleta
aumenta su demanda siempre en 36 miles de bolsas.

;Cudl serd la mayor utilidad que obtiene la empresa y cudles serfan los
precios de venta de cada tipo de galleta? Justifique su respuesta.

Las variables diddcticas consideradas fueron tres:

* La funcidn costo total de produccién de bolsas de galletas.
* La funcién demanda de bolsas de galletas.

* La funcién utilidad, cuya representacién es una funcién de dos varia-
bles del tipo: £ (x, y) = ax’+ bxy + ¢y’ + dx + ey + f
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4.1. Andlisis a priori

Esa situacién tiene por finalidad llevar al estudiante a comprender las nocio-
nes de valor méximo local de una funcién de dos variables representada por
f(x,y) = ax’ + bxy + ¢y’ + dx + ey + f, permitiendo que los estudiantes
movilicen sus conocimientos de plano tangente a una superficie y de derivadas
parciales en un punto, dado que esos conocimientos ya fueron construidos
por los estudiantes, es decir, que movilicen sus conocimientos disponibles
(Robert, 1998).

Se espera que todos los grupos, después de leer el enunciado del problema,
realicen la conversién del registro en lengua natural para el registro algebraico,
pudiendo representar el costo total de produccién con la letra C, por ejemplo,
el objeto funcién demanda, por g = f(p,, p,), dado que, segin los datos de la
situacién, este relaciona la cantidad de bolsas de galleta (en miles de bolsas)
con los precios unitarios de cada bolsa de galleta, y el ingreso total por la
venta de bolsas de galletas lo representarian por R,. Para representar algébri-
camente cada uno de los objetos, los grupos podrian representarlos tanto para
las galletas integrales como para las de avena, o sea, para las galletas integrales,
la funcién de demanda de galletas podria ser representada por ¢, =4(p, — p,),
y la funcién ingreso total serfa representada como R (p,, p,) = 4(p, —p)p,-

Igualmente, para las galletas de avena, la funcién de demanda de galletas
serfa representada por ¢, = 36 + 4(p, — 2p,) y la funcién ingreso como
R,(p,, py) = [36 + 4(p, — 2p,]p,. Podrian los grupos, por medio de opera-
ciones posibles en ecuaciones y expresiones algebraicas, representar la funcién
lucro por i(p,, p,) = 8p, p, + 52p, — 4p," — 4p, = 8p," — 108.

Se espera que los estudiantes representen la funcién lucro en su forma cané-
nica, pero observarfan que no es posible y que esa representacién algebraica no
es conocida. Luego, suponiendo que los grupos usen el software Mathematica
como medio para representar, en el registro gréfico, la funcién lucro (ver
figura 8) pudiendo escribir, por ejemplo, el comando Plof3D[8p, p, — 4p,’
- 8p22 + 52p, — 4p, — 108,{p,, 0, 10},{p,, 0, 10}, PlotRange — {0,50},
AxesLabel — {"p,","p,","I"}.

Suponiendo que a través de la aprehensién perceptiva, los grupos identi-
fiquen que el registro gréfico de la funcién lucro es un paraboloide eliptico
rotado, por la aprehensién operatoria realicen modificaciones épticas y posi-
cionales en dicho registro gréfico, identificando la relacién de los puntos de
la superficie con respecto al eje I(eje z) y a la curvatura de la superficie, lo que
permitird tener una percepcién del posible valor méximo de la funcién lucro.
Es mds, se espera que los grupos, por medio de modificaciones mereoldgicas
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dentro del registro grafico CAS_MATH, tracen planos perpendiculares al eje /,
por ejemplo, los planos representados por /=30y /=35, conforme se muestra
en la figura 9.

Figura 8. Registro CAS_MATH de la funcién lucro

Los estudiantes podrian conjeturar y formular que, en el valor maximo, la
superficie estd debajo completamente del plano perpendicular al eje / y que el
valor médximo de la superficie se localiza en el punto donde el plano perpendi-
cular al eje / es tangente a la superficie.

4.2. Anilisis a posteriori

El grupo 1 representd la funcién lucro en el grifico CAS para tener una
aprehensién perceptiva del valor mdximo, por medio de modificaciones
dpticas, es decir, el grupo presiond la tecla Crrl'y clicé el botén izquierdo del
mouse, movié fisicamente el mouse y manipulé el grafico, de tal manera que
ampliando y reduciendo el registro grafico percibid la posicién de la superficie
en relacién con los ejes coordenados orientados positivamente, como muestra
la figura 10, tal como se habia supuesto en el andlisis a priori.
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Figura 10. Modificacién dptica, posicional y mereolégica en el registro

CAS - grupo 1
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Precio de integrales

Esto significa que el grupo desarrollé su aprehension operatoria, la cual
produce la fecundidad intuitiva del registro grafico CAS, pero esta (aprehen-
sion) es dirigida por la aprehension perceptiva, es decir, empez6 a desarrollar
su proceso de visualizacién para identificar el valor méximo de la funcién
lucro. Mds atin, se afirma que existe conexidn entre la aprehensién opera-
toria y discursiva, dado que el estudiante hizo una interpretacién discursiva
de los elementos visuales del registro grifico CAS, conforme se muestra en
la figura 11. Esto significa que el grupo desarroll6 su proceso heuristico para
resolver la situacién diddctica.

Figura 11", Interpretacién discursiva de elementos visuales.
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X
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La manera de ver de este grupo corresponde a la aprehensién global cuali-
tativa, lo que ayudé a su aprendizaje sobre el uso de la derivada parcial para
encontrar el valor méximo y el valor de mdximo de una funcién de dos varia-
bles reales, cuya representacion algebraica no era conocida.

El grupo 2, en un primer momento, baséndose en su aprehensién percep-
tiva, ve el registro gréfico CAS de manera icdnica, pues relaciona los puntos
de la superficie con el eje I, variable que representa la funcién lucro. En un
segundo momento, realiza modificaciones dpticas y posicionales en el registro
grifico CAS para representar puntos en la superficies representada por [. Esto
nos permite afirmar que el grupo comienza a identificar una asociacién entre
dos valores numéricos, es decir, lo observado por el grupo son asociaciones
(puntos — ternas ordenadas). Este es un hecho que no habfamos supuesto en
el andlisis a priori, lo que significa que la mirada del grupo es también local y
relaciona un punto con una terna ordenada, conforme la figura 12.

Figura 12. Representacién grifica de un punto - grupo 2

Ya, en un segundo momento, el grupo 2, por medio de modificaciones

dpticas y mereoldgicas, representa graficamente los planos representados por
z=135,z=40, percibiendo la posicién de la superficie en relaciéon con el ¢je z,
conforme se muestra en la figura 13.
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Figura 13. Modificacidn dptica y mereoldgica en el registro CAS — grupo 2
60

Es por la aprehensién operatoria y como muestra la figura 14 que el grupo
siente la necesidad de usar las derivadas parciales para encontrar el valor

méximo local de la funcién lucro.
Figura 14. Interpretacién discursiva del plano tangente
a la superficie — grupo 3
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Esto significa que el grupo consigue pasar de una aprehension local a una
aprehensién global cualitativa. Esta dltima la habiamos supuesto en el andlisis
a priori.

El grupo 3, a diferencia del grupo 1 y del grupo 2, representé grafica-
mente la funcién lucro en el registro grifico CAS_MATH, conforme se habia
supuesto en el andlisis a priori. En un primer momento, este grupo vio el
gréfico de manera icénica, dado que, el registro grafico se presta para que el
grupo identifique una analogia con cambio de posicién, es decir, estar mds
alto, estar mds bajo. Se afirma que debido al parecido del registro gréfico con
el perfil de una colina, el grupo en relacién con un nivel horizontal observa
desplazamientos de subida para identificar el valor méximo de la funcién lucro.
En un segundo momento, el grupo identifica una asociacién entre dos valores
numéricos (puntos-ternas ordenadas), lo que nos indica que esta asociacién
se limita a la aplicacién de una simple regla de codificacién, pues cada punto
de interseccién de un octante puede ser asociado a una terna de nimeros,
conforme muestra la figura 15. Se afirma que, sobre este grupo, si bien realiza
modificaciones en el registro grifico CAS_MATH, su manera de ver se limita
a operaciones locales y sucesivas de codificacién, que es equivalente a una
lectura del gréfico. La aprehensién perceptiva subordina al tipo de tratamiento
que puede ser desarrollado en el registro gréfico.

Figura 15. Representacién de ternas ordenadas en el grifico

CAS_MATH - grupo 3
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Dicho lo anterior, se afirma que el grupo fue guiado por la aprension
perceptiva del registro gréfico CAS, a ver este registro de modo local e icénico.
Este grupo no pasé a una aprehensién global cualitativa, hecho que no se
habia supuesto en el andlisis a priori.

5. CONCLUSIONES

Las aprehensiones en el cdlculo de funciones de dos variables presentan otro
modo de ver la ensenanza del cdlculo. El uso extensivo de los registros grafi-
cos y su uso en la solucién de problemas fue muy exigente y completamente
nuevo para los estudiantes

Se considera que la aprehension operatoria en el registro grafico CAS, tales
como las modificaciones 6pticas, posicional y mereoldgica, son operaciones
fundamentales en el registro grafico, porque brindan la posibilidad de hacer
modificaciones en dicho registro y relacionarlas con propiedades matemiticas
por medio de la aprehensién discursiva para, asi, tener otra manera de ver la
ensefianza del cdlculo de funciones de varias variables.

Asimismo, se piensa que la articulacién de las aprehensiones, en el registro
gréfico CAS, permite a los alumnos conjeturar las propiedades de las funciones
de dos variables y de las derivadas parciales cuando, por ejemplo, el estudiante
aplica esas nociones a problemas de optimizacién.

Se recomienda el uso del soffware Mathematica como medio para facilitar
el proceso de visualizacién, puesto que permite que el usuario, por medio de
la articulacién de la aprehensién, perceptiva, operatoria y discursiva, movilice
y realice conexiones con los conocimientos de los elementos del cdlculo de
dos variables que emergen en la representacién grifica de las funciones de dos
variables.

El desarrollo de las tres maneras de ver apunta hacia una direccién en la
ensefianza y aprendizaje del cdlculo de varias variables en clase, las cuales van
de la puntual a la aprehensién global cualitativa, que es especifica de las mate-
mdticas y exige un cambio completo del funcionamiento cognitivo, por parte
del estudiante de ingenierfa.

La situacién did4ctica propuesta favorecié la participacién efectiva del
estudiante en el proceso de apropiacién de los conocimientos y saberes de la
derivada parcial. Los errores identificados, gracias a la situacién propuesta, son
puntos de apoyo de aprendizaje, pues su superacién es fuente de aprendizaje.
Ademds, nos permitié darnos cuenta de las concepciones de los estudiantes y
la construccién del significado de la derivada parcial.
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