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RESUMEN

En el presente articulo se describe una metodologia que permite tener un acercamiento a modelos probabilisticos
alternativos para el analisis de supervivencia, con censura por la derecha, distintos a los que usualmente se estudian
(distribucion: exponencial, gamma, Weibull y log-normal), ya que es posible que los datos no se ajusten siempre con
suficiente precision por las distribuciones existentes. La metodologia utilizada permite mayor flexibilidad de modelar
observaciones extremas, ubicadas generalmente en la cola derecha de la distribucion de los datos, lo cual admite que
algunos eventos aun tengan la probabilidad de ocurrir, lo que no sucede con los modelos tradicionales y el estimador
de Kaplan-Meier, el cual estima para los tiempos mas prolongados, probabilidades de supervivencia aproximadamente
iguales a cero. Para mostrar la utilidad de la propuesta metodolégica, se considerd una aplicacién con datos reales que
relaciona tiempos de supervivencia de pacientes con cancer de colon.

Palabras clave: Analisis de Supervivencia; Modelos Probabilisticos; Funciones de Verosimilitud,; Estimacion de Kaplan-
Meier; Neoplasias del Colon (fuente: DeCS BIREME).

APPLICATION OF ALTERNATIVE PARAMETRIC MODELS FOR THE
SURVIVAL ANALYSIS OF CANCER PATIENTS

ABSTRACT

This article describes a methodology that allows an approach to alternative right-censored probabilistic models for the
analysis of survival, different to those usually studied (exponential, gamma, Weibull, and log-normal distribution) since
it is possible that the data do not always fit with sufficient precision due to existing distributions. The methodology used
allows for greater flexibility when modeling extreme observations, generally located in the right tail of data distribution,
which admits that some events still have the probability of occurring, which is not the case with traditional models and the
Kaplan-Meier estimator, which estimates for the longest times, survival probabilities approximately equal to zero. To show
the usefulness of the methodological proposal, we considered an application with real data that relates survival times of
patients with colon cancer (CC).

Keywords: Survival Analysis; Probabilistic Models; Likelihood Functions; Kaplan-Meier Estimate, Colonic Neoplasms
(source: MeSH NLM).

INTRODUCCION

El analisis de supervivencia es un conjunto de métodos,
técnicas y/o procedimientos estadisticos para analizar datos
que corresponden a tiempos de ocurrencia de algun evento
en particular M. Los métodos tradicionalmente utilizados
se dividen en dos grupos: paramétrico (distribucion
exponencial, gamma, Weibull y log-normal) y no paramétrico

(curvas de Kaplan-Meier y los métodos actuariales) @4. Los
investigadores en ciencias médicas a menudo tienden a
preferir el enfoque no paramétrico en lugar del paramétrico
debido a que se necesitan suposiciones menores; sin
embargo, algunos autores como Efron ®'y Oakes ©, postulan
que, en ciertas circunstancias, los modelos paramétricos
realizan un andlisis mas solido, ya que teniendo en cuenta
algunas suposiciones y la seleccion de una distribucion de
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probabilidad hipotética para los tiempos de supervivencia,
la inferencia estadistica es mas precisa, lo que hace que
las desviaciones estandar se vuelvan mas pequefas que
cuando no existen tales suposiciones ™. A pesar de que
este tipo de enfoque involucra un proceso mas riguroso, el
analisis de supervivencia paramétrico ha sido abordado en
diferentes estudios clinicos, en el cual se han evaluado los
modelos tradicionales (exponencial, gamma, Weibull, log-
normal), encontrando que la distribucion Weibull muestra
un mejor comportamiento para el conjunto de los datos
analizados ¢,

No obstante, las distribuciones exponencial, gamma,
Weibull y log-normal, no necesariamente reflejan el
comportamiento natural de los tiempos observados en
un estudio de seguimiento, presentando restricciones
relacionadas con la forma de la densidad del modelo .
Se ha observado en algunas situaciones, conjuntos de
datos que presentan valores extremos de importancia,
por ejemplo, pacientes que sobreviven periodos de tiempo
mayores a los esperados por los médicos tratantes.
Tales situaciones provocan que los métodos estadisticos
usados arrojen predicciones inexactas de los tiempos y las
probabilidades, debido a que la funcion de verosimilitud
asociada a la distribucion de probabilidad usada para el
modelamiento, no consigue incluir suficiente informacién
sobre los valores extremos, afectando las estimaciones
posteriores (".

Ante estas situaciones, se presenta una propuesta
metodolégica para modelar tiempos de supervivencia
censurados a la derecha, utilizando familias de
distribuciones asimétricas como modelos probabilisticos
alternativos a los modelos que usualmente se estudian;
los cuales permiten tener mayor flexibilidad en cuanto a
la forma de la funcion de densidad, apropiadas cuando
ocurren valores extremos con probabilidades pequefas
que no se deben ignorar. Entre los modelos propuestos
se encuentran las distribuciones Lindley, power Lindley
inversa, exponencial power Lindley y Lévy estandar (129,
El objetivo del presente estudio es mostrar que existen
otras formas paramétricas para estimar la supervivencia,
asimismo compararlas con los métodos paramétricos y
no parameétricos tradicionales (Kaplan-Meier). Para ilustrar
esta propuesta, se utiliza un conjunto de datos relacionados
con tiempos de supervivencia de pacientes con cancer de
colon (CC).

MODELOS

Enla Tabla 1 se muestran las distribuciones de probabilidad
(comunes y alternativas) aplicadas en el estudio,
acompanadas por sus principales funciones del modelo de
supervivencia. Las distribuciones comunes son reportadas
generalmente en la literatura ('), Por otra parte, los
modelos propuestos (alternativos) se seleccionaron
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considerando la asimetria de la distribucion, expresiones
conocidas de las funciones de densidad y riesgo, y el
algoritmo generador de datos.

A continuacion, se describen cada uno de los modelos
parameétricos alternativos:

DISTRIBUCION LINDLEY

Distribucion introducida por Lindley 2 en el contexto de la
inferencia bayesiana. Su funcion de densidad se obtiene
mediante la mezcla de las distribuciones exponencial
y gamma, resultando una distribucién de parametro de
escala B. Ghitany et al. ¥, describieron las propiedades
y aplicaciones de esta distribucion en el contexto de
analisis de supervivencia, mostrando que sus propiedades
matematicas son mas flexibles que las de la distribucion
exponencial.

DISTRIBUCION POWER LINDLEY INVERSA

Es una generalizacion de la distribucién Lindley, con
el fin de obtener distribuciones de probabilidad mas
flexibles en relacién con los comportamientos de las
funciones de densidad y riesgo, comparadas con
otras distribuciones existentes para tiempos de vida.
Fue propuesta por Sharma et al. ¥, quien consider6 el
inverso de una variable aleatoria con distribucién Lindley
Inversa. El modelo paramétrico resultante depende de dos
parametros, localizaciéon y y parametro de escala (3.

DISTRIBUCION EXPONENCIAL POWER LINDLEY

Fue propuesta por Ashour y Eltehiwy "® como una
generalizacion de la distribucion Lindley. Esta distribucion
contiene varios sub-modelos especiales (power Lindley,
exponencial Lindley, Lindley). Los parametros asociados
son a, B y A siendo los dos primeros de forma y escala,
respectivamente. El tercer parametro controla la asimetria
de la distribucion.

DISTRIBUCION LEVY ESTANDAR

Fue propuesta por Paul Levy en 1925 y pertenece a la
familia de distribuciones estables, las cuales permiten
modelar la asimetria y colas arbitrariamente mas grandes
que la distribucién normal (). Esta distribucion depende del
parametro de escala B.

ESTIMACION DE LOS PARAMETROS

Se utilizé desde la inferencia clasica el método de
maxima verosimilitud. Debido a que los datos de
supervivencia presentaban censura por la derecha,
se establecié la contribucion de cada observacion
(censurada o no-censurada) a la funcion de verosimilitud,
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Tabla 1. Modelos paramétricos comunes y alternativos

Funcion de densidad Funcién de

Distribucion

Funcion de Funcion de riesgo

f(t) distribucion F(t) supervivencia S(t) h(t)
Distribuciones comunes
Exponencial B exp(-Bt) 1-exp(-Bt) exp(-Bt) B
Bet“exp (-Bt)
ot v(a,Bt) y(a.Bt) —
Gamma exp(-t) —_ - y(a,Bt)
Weibul aB(Bt)*'exp[-(Bt)] 1-exp[-(Bt)] exp[-(Bt)’] (aB)(Bt)
1 1 (log(t)-p
T oxp [_ 1 (Iog(t)—p)] ® (log(t)-p) -0 (Iog(t)—p) Voot P [ 2 ( o )]
2m ot 2 o o o 1-® (Iog(t)-p)
o
Distribuciones altemativas
p? Bt Bt B2 (1+t)
Lindley @(Ht) exp(-Bt)  1- ( 1+ﬁ) exp(-Bt) (1+ ms) exp(-Bt) 1+ B(1+ 1)
. BZ (1+t¥)
Power Lindley pp? 1+t B B 1 B B B -
inversa @ e (1+ 1+B t* )exp( tu) 1- [1+ mg w [P -tT)] tl:—B+t“(1+B)(exp(% -1)]
Aap?

. (1)t exp(-B°) . . . . “
Sparenez) AR [1 Pt exp(-Bt“] 1-E- 14 BE exp(-Btaﬂ Aap? (1+te)t="exp(-Bt* ) [1 1+B—t)exp(-6t°)]
i pte ) +B 1+8 i

B (1+B){1-1-{1+ 148 exp(-Bt?)
B 1/2 1 B
2 (Er) CENECRATN)
Lévy (E) _1 exp _—B rfc( L) 1-erfc L)
estandar 2m| (t-p)*? 2(t-p) V 2(t-p) V 2(t-y) . B )
2(t-p)

El tiempo de supervivencia se denot6 con la variable aleatoria T.

Distribuciones y parametros: Exponencial ( >0 ), Gamma (a,>0 ), Weibull (a,8>0 ), Log-Normal (-~>p> «,0>0 ), Lindley ( >0 ), Power Lindley Inversa (u,3>0),

Exponencial Power Lindley (a,3,A>0), Lévy estandar (3>0).
erfc: funcién error complementaria.

teniendo en cuenta la funcién de densidad para la parte
no censurada y la funcién de supervivencia para los
tiempos censurados (1718 Dada la complejidad de
las expresiones obtenidas, se usaron procedimientos
numéricos (Newton-Raphson y Nelder-Mead) para el
calculo de las estimaciones correspondientes, usando
el programa RStudio® 1.1.456, en donde fue necesario
especificar un vector de valores iniciales. Estos
procedimientos controlan su convergencia teniendo
en cuenta la diferencia absoluta entre sucesivas
iteraciones, con una tolerancia de error de 10%. En el
Anexo 1 se presentan las expresiones utilizadas para la
estimacion de los parametros.

CRITERIOS DE EVALUACION

Respecto ala comparacion de los modelos paramétricos, se
utilizé la curva de densidad tedrica estimada y el histograma
muestral, adicionalmente las funciones de distribucion
empirica y tedrica del modelo. Por otro lado, usando la
estimacién por maxima verosimilitud, se calcularon los
criterios de informacion, AIC (Akaike information criterion)
y BIC (Bayesian information criterion), respectivamente.

FUNCIONES DE SUPERVIVENCIA Y RIESGO

Lafuncion de supervivencia permite obtener la probabilidad
de que un individuo sobreviva desde la fecha de entrada en
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el estudio hasta un momento determinado en el tiempo, en
cambio la funcién de riesgo expresa la dinamica del proceso
estudiado, al dar sus valores una adecuada aproximacion a
la tasa de incidencia del evento de interés G419 A partir de
estas definiciones, se estimaron ambas funciones para cada
uno de los modelos propuestos, con el fin de caracterizar
la poblacién objetivo. Para la funcién de supervivencia
se estimo el intervalo de confianza, utilizando el método
bootstrap. Adicionalmente, esta funcion se comparé con el
estimador de Kaplan-Meier y sus intervalos de confianza,
asumiendo normalidad asintética del estimador.

El andlisis de datos se realizd mediante el software
RStudio® 1.1.456. En el Anexo 1 se muestra un mapa
conceptual que resume el desarrollo metodoldgico del
estudio y el cadigo usado en RStudio® 1.1.456 (Anexo 2).

APLICACION

Como unaaplicacién especial de la propuesta metodoldgica,
se empled un conjunto de datos proporcionados por una
Institucion Prestadora de Servicios de Salud (IPS) en
Colombia. El archivo de datos contiene informacion basica
sobre individuos atendidos en la consulta de Oncologia
en el periodo comprendido entre octubre de 2003 y enero
de 2016. La informacién consta de 88 pacientes que
ingresaron al estudio escalonadamente a medida que
llegaban a consulta. El evento considerado de interés fue
«muerte asociada a una falla atribuible al CC», el cual se
present6 en 79 de los individuos. Para determinar el tiempo
de supervivencia en meses de los pacientes, se tomaron en
cuenta dos fechas: fecha de consulta por primera vez con
el especialista en oncologia y fecha de la Ultima vez que
asistio a control con el especialista.

ANALISIS EXPLORATORIO DE DATOS

La Figura 1A, muestra la distribucion de la variable tiempo.
Se encontré una observacién mayor que el resto de los
datos, por tanto, un histograma con una cola larga hacia la
derecha que contiene el mayor nimero de observaciones,
las cuales se concentraron hasta los ocho meses
aproximadamente. El tiempo de supervivencia mas corto
entre los pacientes fue de siete dias. El paciente que mas
tiempo tardo con la enfermedad llegd hasta los 148 meses.
El porcentaje de censura fue del 10,2%. En el Anexo 1
aparecen los histogramas de los tiempos de supervivencia
censurados y no censurados, respectivamente.

De acuerdo a lo anterior, es posible que las distribuciones
mas comunes del analisis de supervivencia, no reflejen el
comportamiento natural de los tiempos observados, debido a
que las curvas de las funciones de densidad de probabilidad
tienden a caer relativamente rapido. Sin embargo, con
la metodologia que se propone, usando otras familias de
distribuciones, se logra obtener mayor flexibilidad en cuanto
a la disminucién de sus colas, siendo apropiadas cuando
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ocurren valores extremos con probabilidades pequefas
que no se deben ignorar. Como resultado, se presenta a
continuacion, la estimacién de los parametros y el ajuste de
las distribuciones candidatas.

ESTIMACION DE PARAMETROS

Dos de los modelos paramétricos propuestos (Lévy
estandar y exponencial power Lindley) mostraron un
buen desempefio en cuanto a la modelacién del conjunto
de tiempos de supervivencia, segun los criterios de
informaciéon AIC y BIC (Tabla 2). Esto no sucedié con
los modelos tradicionales, los cuales presentaron un
descenso relativamente rapido hacia cero de su funcion
de densidad, conllevando a que toda la informacién de la
muestra no se incluya al momento de realizar la estimacion
correspondiente (Figuras 1By 1C).

Adicionalmente, se muestran las distribuciones de
frecuencia empirica y las funciones de distribucion tedricas,
tal y como se muestra en la Figura 1C; segun esta figura,
la distribucion Lindley fue la que menos se ajusto, ya que
se observd un comportamiento distinto de la curva del
modelo con las probabilidades empiricas de la muestra,
ademas la curva de la distribucion Lévy estandar presentd
un comportamiento diferente a los demas modelos, el cual
reflejé un AIC mas bajo (Tabla 2). Esto se debe a que la
distribucion Lévy estandar, por ser mas flexible, permitié
modelar ese dato extremo (148 meses) (Figura 1B).

FUNCIONES DE SUPERVIVENCIA

El modelo exponencial power Lindley presenté una
probabilidad asociada a la supervivencia semejante a la
obtenida por el estimador de Kaplan-Meier para tiempos
muy cortos (seis meses aproximadamente) (Figura 1F).
Respecto a los demas tiempos, esta probabilidad fue
mayor a la obtenida por el estimador no paramétrico. En la
distribucion Lévy estandar, las probabilidades asociadas a
la supervivencia fueron cambiando a medida que avanzé
el tiempo (después de los diez meses aproximadamente)
comparado con Kaplan-Meier (Figura 1G). Los limites de
confianza de las distribuciones exponencial power Lindley y
Lévy estandar presentaron menor amplitud, principalmente
en los extremos, similar a los limites del estimador de
Kaplan-Meier (Figuras 1F y 1G).

FUNCION DE RIESGO

En los modelos exponencial power Lindley y Lévy estandar,
la funcidon de riesgo se comportdé de forma semejante
al inicio del intervalo de tiempo. Con la distribucion Lévy
estandar, el riesgo fue mas intenso para los tiempos
menores, es decir, el modelo presentd un cambio temporal
drastico a la ocurrencia del evento (muerte), desde el
primer momento en que se empezo6 a contar el tiempo de
vida para el paciente (ver Figura 1H).
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EPwL: Exponencial Power Lindley; Exp: Exponencial; Gam: Gamma; KM: Kaplan-Meier; Lév: Lévy estandar; Lind: Lindley; LogN: Log-Normal; PwLl:
Power Lindley Inversa; Weib: Weibull.

Figura 1. Histograma de los tiempos de supervivencia, ajuste de las distribuciones de probabilidad, funciones de supervivencia y
funciones de riesgo. A. Histograma de los tiempos de supervivencia. B. Ajuste de los modelos paramétricos comunes y alternativos.
C. Distribuciéon empirica de los tiempos de supervivencia vs. la funcion de distribucion del modelo paramétrico respectivo. D. Funcién
de supervivencia de los tiempos bajo la distribucién Lindley y el estimador Kaplan-Meier. E. Funcién de supervivencia de los tiempos
bajo la distribucion Power Lindley Inversa y el estimador Kaplan-Meier. F. Funcién de supervivencia de los tiempos bajo la distribucion
Exponencial Power Lindley y el estimador Kaplan-Meier. G. Funcion de supervivencia de los tiempos bajo la distribucion Lévy
estandar y el estimador Kaplan-Meier. H. Funciones de riesgo para los tiempos de supervivencia utilizando los modelos paramétricos

alternativos.
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Tabla 2. Ajuste de las distribuciones usando el método de maxima verosimilitud.

Distribucién Parametro Estimacion (IC 95%) Error estandar AlC BIC
Distribuciones comunes
Exponencial B 0,12 (0,09-0,15) 0,01 492,26 494,73
a 0,87 (0,64-1,10) 0,11 493,28 498,23
Gamma
B 0,10 (0,06-0,14) 0,01
) a 0,85 (0,73-0,98) 0,06 489,10 494,06
Weibull
B 0,13 (0,10-0,18) 0,01
y 1,44 (1,19-1,69) 0,12 476,39 481,34
Log-normal
(o} 1,17 (0,99-1,36) 0,09
Distribuciones alternativas
Lindley B 0,22 (0,22-0,31) 0,01 520,15 522,63
. . M 0,74 (0,62-0,86) 0,05 497,13 502,08
Power Lindley inversa
B 2,49 (2,06-2,93) 0,22
) A=4,12* 475,93 480,88
Exponencial
. a 0,43 (0,37-0,50) 0,03
Power Lindley
B 1,34 (1,16-1,52) 0,09
Lévy estandar B 1,99 (1,40-2,58) 0,30 325,81 328,29

AIC: Akaike information criterion; BIC: Bayesian information criterion.

*El parametro A se fij6 previamente a partir de un estudio de simulacién realizado como requisito académico.

En el Anexo 1 se muestran las probabilidades de
supervivencia para cada observacion de la muestra,
teniendo en cuenta las distribuciones alternativas que mejor
modelaron a los tiempos de supervivencia, y el método de
Kaplan-Meier. Conviene subrayar que las probabilidades
obtenidas corresponden a la supervivencia global de la
enfermedad (CC) sin importar el estadio clinico del paciente
u otra variable de interés.

Este estudio se realizé a partir de una base de datos
secundaria con autorizacién previa de la institucion de
salud y no requirié aprobacion de un Comité de Etica (IRB).

DISCUSION

Este trabajo desarroll6 una propuesta metodoldgica que
permite modelar conjuntos de datos con comportamiento
asimétrico en el analisis de supervivencia, en donde
algunas unidades de la muestra pueden presentar valores
muy grandes en comparacion con los otros, incluyendo
la presencia de datos censurados a la derecha. Para
analizar este tipo de datos se utilizaron las distribuciones
alternativas, Lindley, power Lindley inversa, exponencial
power Lindley y Lévy estandar; como una posible opcién
a las distribuciones disponibles en la literatura (distribucién
exponencial, gamma, Weibull, log-normal) y el método no
paramétrico Kaplan-Meier. Cabe destacar que este trabajo
extiende la posibilidad de incorporar en la modelacion,
conjuntos de datos censurados a la derecha. Con esta
nueva propuesta, los investigadores pueden considerar
estas distribuciones en su procedimiento de inferencia, ya
que podrian estar utilizando metodologias inadecuadas
para los tiempos, ignorando posibles factores de influencia,
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como la presencia de valores extremos o tiempos
prolongados. Una situacién particular son los tiempos de
supervivencia de pacientes con cancer, los cuales pueden
contener informacion de personas que sobreviven periodos
de tiempo mucho mayores a los esperados por los médicos
tratantes, generalmente producidos por factores como
la genética, la estadificacion del cancer, la exposicién a
agentes cancerigenos, o las infecciones, entre otros.

En la literatura, los estudios de supervivencia para
cancer con frecuencia utilizan métodos tradicionales
para el analisis de los datos. Entre los estudios que mas
se divulgan, se encuentran los de cancer de mama, cérvix,
colon, recto, prostata, pulmén y estomago %), En estos
estudios fue muy comun encontrar durante el analisis
estadistico, técnicas que no exigen ningun modelo
poblacional a los datos; particularmente el estimador de
Kaplan-Meier. Sin embargo, con este estimador no es
posible obtener una relacion funcional para la curva de
supervivencia, ya que solamente se puede estimar una
aproximacion a la curva real ¢4, Por lo tanto, se propone
buscar con la metodologia del estudio, que los tiempos
puedan ser caracterizados especificamente por un modelo
parameétrico, y por las diferentes funciones asociadas, como
la funcion de distribucion acumulada, funcion de densidad
de probabilidad, funcién de supervivencia y funcién de
riesgo, a fin de poder ilustrar distintos aspectos de los
datos, y la extraccion de inferencias acerca del patréon de
supervivencia en la poblacion.

Como una motivaciéon para el presente trabajo, se
considerd un conjunto de datos médicos sobre pacientes
con diagnostico confirmado de CC, los cuales permitieron
reflejarlaflexibilidad de los modelos paramétricos propuesto,
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ya que el conjunto de datos de cancer consideraba pocas
personas que habian sobrevivido cantidades mayores al
resto de observaciones. Bajo la estimacion por maxima
verosimilitud, se observd que, entre las distribuciones
evaluadas, la que se destaco fue la exponencial power
Lindley. Esta decision se tomd a partir de los criterios
de informacion AIC y BIC. Desde el punto de vista de
las probabilidades de supervivencia, las distribuciones
alternativas permitieron asignar valores diferentes de cero a
los eventos que ocurrieron en periodos de tiempos tardios o
prolongados, mientras que por el estimador Kaplan-Meier,
el valor de estas probabilidades fue aproximadamente igual
a cero. Por lo tanto, las probabilidades obtenidas por estas
distribuciones pueden estar mas ajustadas a la realidad,
puesto que, si la probabilidad fuera cero, no tendria sentido
que se presentaran esos tiempos al evento. El uso de
estos modelos puede ser complejo, por la dificultad en la
interpretacion de sus parametros. Sin embargo, la mayoria
de estas distribuciones presentan parametros de escala,
los cuales estan asociados a la variabilidad de los datos, es
decir, que las distribuciones permiten modelar los tiempos
de supervivencia controlando su dispersion mediante este
parametro. Otro de los parametros que aparecen es la
forma, este no tiene una interpretacion cientifica, mas bien
se considera una caracteristica matematica de la funcién
para poder ajustarse a los datos.

Se debe tener en cuenta que los resultados obtenidos
para los datos de CC se calcularon en base a los
modelos evaluados en la propuesta metodoldgica; sin
embargo, no implican que sean los unicos modelos
que puedan ajustarse a esta situacion. Por el contrario,
la metodologia podria desarrollarse utilizando otras
distribuciones de probabilidad, por ejemplo, se pueden
considerar distribuciones capaces de modelar funciones
de riesgo con forma de bafiera, siendo ésta una funcién
dificil de encontrar dentro los modelos de supervivencia
tradicionales @®. Igualmente, distribuciones con colas
pesadas que favorezcan la modelacién de conjuntos de

REFERENCIAS BIBLIOGRAFICAS

datos que presentan valores extremos de importancia, los
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